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摘要 : 目的 ”引入 一 个 新 的 可 加 函数 忆 站 ,并 研究 F(Pm) 在 某 些 特殊 集合 上 的 均值 性 质 。 方 法 


利用 初等 及 解析 方法 。 结 果 
个 均值 公式 。 结 论 
关 键 
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给 出 了 函数 屎 ( 门 在 Smarandache 因子 积 数列 P,( 门 及 qi( 门 上 的 两 
获得 了 R(P(m) 及 FFCds(m) ) 的 两 个 均值 定理 。 
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COU Su 
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Abstract: Aim To intruduce a new additive function (7 门 ,and study the mean value properties of F( 7m) in some 


special sequences. Methods 


Using the elementary and analytic methods. Results 


Two mean value formulae of 下 


( m) in Smarandache divisor product sequences { P,( 站 } andfav(m are obtained. Conclusion Two mean val- 


ue formulae for F(CP( 门 ) andF(ar(m) are achieved. 


玫 ey words: additive function; mean value; Smarandache sequences; elementary methods; asymptotic formula 


对 任意 正 整数 ”, 称 算术 函数 九 站 是 可 加 的 ， 
如 果 对 任意 正 整数 普 好 且 (mm =1 有 mm = 


研究 ,在 初等 数论 以 及 素数 分 布 问题 中 占有 十 分 重 
要 的 位 置 ,许多 著名 的 数论 难题 都 与 之 密切 相关 ， 


及 mm) + 及 由 。 称 太刀 是 完全 可 加 的 ,如 果 对 任意 正 
整数 r,s, 都 有 Ars) = 及 站 +) 。 现 在 定义 一 个 新 
的 算数 函数 太 门 如 下 : KRC0O) =0, 当 忆 > 工 且 于 的 
标准 分 解 式 为 上 = PTZ2 时 ,定义 天 由 = ap 
+ ap +… + aipis 事 实 上 当 严 = PP2 7 及 郊 = 
克 72 和 时 ,有 mm = PP2 wp ,从 而 由 
有 站 的 定义 有 KGCmm = (at+B)P+(oa +B)P 
+ 和 Tt 有 PP =Rm + 玉 ,所 以 天 由 是 
一 个 完全 可 加 函数 .在 初等 数论 中 ,满足 可 加 性 质 的 
算术 函数 很 式 , 例如 当 守 的 标准 分 解 式 为 凡 = 
PP2 7 时, 困 数 人 站 =at+o+ 和 +ox 及 对 
数 函 数 刀 四 = 匡 革 都 是 完全 可 加 函数 .此 外 , 正 整 
数 岂 的 所 有 不 同 素 因素 的 个 数 w( 站 = 下 是 一 个 可 
加 函数 ,但 不 是 完全 可 加 函数 .关于 可 加 函数 性 质 的 
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而 其 研究 工作 是 很 有 意义 的 。 有 关 函 数 CCm 及 
w( 7 的 性 质 , 可 参阅 文献 [L -4]。 

本 文 的 主要 目的 是 研究 完全 可 加 函数 扩 m 在 
某 些 特殊 数列 上 的 均值 分 布 问题 ,并 利用 初等 方法 
给 出 两 个 较 强 的 渐 近 公式 。 为 此 , 先 介 绍 一 类 
Smarandache 数列 { P,(} 及 {9( 刀 } 在 文献 [5 ] 
及 16] 中, 美 籍 罗 马 尼 亚 数论 专家 上. Smarandache 
教授 引入 了 许多 数论 函数 及 数列 ,并 提出 了 不 少 未 
解决 的 问题 ,而 { P.( 六】 及 {qx(} 就 是 其 中 的 两 
个 有 趣 的 数列 ,P,( 六 表示 并 的 所 有 正 因数 的 乘积 ， 
qz( 7 表示 半 的 所 有 小 于 守 的 正 数 因子 的 乘积 。 即 


起 门 


帮 开交 | = [2 =7”:: 


可 并 


dm | 
qu(7m) = Qd=7m2 。 
圳 了 ,qd < 区 
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友基 础 数学 人 研究。 


其 中 d 人 (站 为 Dirichlet 除数 函数 , 即 于 的 所 有 正 因 数 
的 个 数 。 

在 文献 5 ] 中 ,了 . Smarandache 教 授 建议 我 们 研 
究 数 列 { Pu( 杂 } 及 {qw( 术 } 的 性 质 。 关 于 这 一 问题 ， 
许多 学 者 进行 过 研究 ,获得 了 一 系列 有 趣 的 结论 , 参 
阅 文 献 Dj 及 [8 ]。 本 文 利 用 初等 及 解析 方法 研究 了 
国 数 已 六 在 数列 { PP m 太 及 (9 六) 上 的 均值 问 
题 ,并 给 出 了 两 个 较 强 的 均值 公式 .具体 地 说 即 证 明 


了 下 面 的 定理 。 

定理 1 设 W 为 给 定 的 正 整数 , 则 对 任意 给 定 
的 实数 x > 1 ' 有 渐 近 公式 

三 扩 P() ->4， 0(TAD) 。 
其 中 心 人 …N) 为 可 计算 的 常数 且 u = 万 

定理 2 ” 设 w 为 给 定 的 正 整数 , 则 对 任意 给 


的 实数 x > 1 ' 有 渐 近 公式 
> dz 7 ) - 六 


其 中 万 ( 侍 = 1.2,…,N) 为 可 计算 的 常数 县 记 = 态 


克 2 
人 WN+1 TD 


mx 


1 两 个 引 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 ,需要 如 下 的 简单 引 理 。 
引 理 1 对 任意 实数 x > 1, 设 r(z) 表示 所 有 
不 大 于 x 的 素数 的 个 数 , 则 对 任意 正 整数 上 ,有 潮 近 
公式 
= 1= 六 古人 
其 中 ci = 1,2,……/) 为 可 计算 的 常数 且 c， = 1。 
证 明 参阅 文献 9] 中 第 3 章 定理 2。 


引 理 2 设 w 为 给 定 的 正 整 数 , 则 对 任意 
的 实数 * > 1 有 

下 凡 ->4 0 证 9 
其 中 &0i = 1,2，…, 门 为 可 计算 的 常数 且 d = 全 


西北 大 学 学 报 ( 自然 科学 版 ) 


第 41 卷 
> K 7) < 和 交 Jinn < 过 alnx， (]1) 


而 对 于 集合 中 ,注意 到 必 m) 的 可 加 性 质 , 由 引 理 1 
及 Abel 恒 等 有 


冯 
p = 及: 基 -人 mrDgy= 
三 大 
册 2 2 
> 7， 。 + O( 
二 21 1 YX 2] N+rl 区 
太 ]n 机 太 ]mn 5 
CE 1 
其 中 m( = 1,2，…N 为 可 计算 的 常数 且 方 = 本 。 


于 是 利用 上 式 不 难 推出 


> Fm = 名 Km = Fo = 
mEB D 拓 区 
2 太 5 
记 。 厂 这 6 + 用 = 
有 <V <P< 半 
六 二 入 :就 所 
有 < <Ps 基 4<p< 葡 
大 二 VX k<Ps 芝 
N 2 本 
攀 瑟 人 司 人 
| 21 1 区 2] Nil 和 
太 ]n 太 ]n 大 
N 
0 (2) 
i=1 ] ln 
其 中 心 (= 1,2,,N 为 可 计算 的 常数 且 w = 
1 _ 
丽人 


结合 式 ( 0) 及 式 ( 2) 立刻 得 到 渐 近 公式 
闷 FA = 也 FA) + 工 抱 有 = 


妹 生 X 


和 2 2 

> d ER CO( 2 o 

| ln zx ln 区 
于 是 ,证 明了 引 理 2。 


2 定理 的 证 明 


利用 初等 方法 以 及 分 拆 理 论 给 出 定理 的 证 明 。 
首先 ,证 明定 理 1。 由 数列 P.( 站 的 定义 并 注意 分 拆 


证 明 对 任意 正 整数 ", 设 P( 站 表示 半 的 最 
大 素 因 子 。 现 在 定义 如 下 两 个 集合 : 

4 = (7 sx,P(m > vVn]; 

有 = {7 交 过 wx,P(m 过 Vn]; 

当 me4 时 ,由 玉 m 的 定义 容易 推出 
恒等式 "可 得 


下 (P) < 雪 
vnlnn。 于 是 根据 Abel 


恒 等 ( 参阅 文献 10] 中 定理 3. 17) 有 
荆 KP(m) = 


方 并 (FA + 柜 丰 ) = 2 


>FD+> 2>FK(D- 
ms hn < 二 ms<V ms 芝 
(>KFmD) (>1)。 (3) 
灵 rsV ms<wVx 
由 引 理 2, 有 
人 
> [Yu + 人 5 ] = 
ms i1 2 1 
OCR (4 
其 中 心 (2 = 1,2,…,N 为 可 计算 的 常数 且 刀 = d。 
厂 
所 2 = 7 


应 用 Abel 恒等式 及 引 理 2, 有 估计 式 
了 Fo -xz 了 全 + 


ns 人 ms 莹 ms 
0( 也 FA) = 0(ED) 。 (5) 
ns 人 

同样 ,显然 也 有 估计 式 

2 人 (9) 

77s<VX msVx 


结合 式 (3) ~ (6) 人 N 式 
区 F(CP( 门 ) - 工 2 。 


其 中 w = on 


于 是 ,证 明了 定理 1。 
注意 到 定理 1 并 应 用 同样 的 方法 也 可 以 得 到 


Mo) = 并 (2 - 


妹 生 区 妹 过 区 


壮 dm 下 - 写 由 三 


丈 近 X 妹 近 和 X 


克 2 
CO Ti) 9 


TD F(m = 
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